Uber en Paradoxon aus der Verkehrsplanung
Von D. BrAESs, Miinster )

Eingegangen am 28. Mé&rz 1968

Zusammenfassung: FUr die StralRenverkehrsplanung mdchte man den Verkehrsfluz auf den
drzdnen Srdn des Nezes absbézen, wen de Zah dor Favzauge bdkamt id, de awishen
dn drednen Punkten des Srdllandzes vakdren Wdde Wee an gistigden snd, hangt nun
nicht nur von der Beschaffenheit der Stral3e ab, sondern auch von der Verkehrsdichte. Es ergeben
dch nidt imme opimde Favzdten, wemn jedar Fave nor fir 9ch den gindigden Weg heraus:

sucht. In einigen Fallen kann sich durch Erweiterung des Netzes der Verkehrsfluf sogar so um-

lagern, dal? grofRRere Fahrzeiten erforderlich werden.

Summary: For each point of aroad network let be given the number of cars starting from it, and
the destination of the cars. Under these conditions one wishes to estimate the distribution of the
traffic flow. Whether a street is preferable to another one depends not only upon the quality of
the road but also upon the density of the flow. If every driver takes that path which looks most
favorable to him, the resultant running times need not be minimal. Furthermore it is indicated
by an example that an extension of the road network may cause a redistribution of the traffic
which results in longer individual running times.

1. Einleitung

Fr de Veakdrgdaung ud Vekdrseleug ingesat, wie dch da Far-
zeugstrom auf die einzelnen Stral2en des Verkehrsnetzes verteilt. Bekannt sei dabei
die Anzahl der Fahrzeuge fir ale Ausgangs- und Zielpunkte. Bei der Berechnung
wird davon ausgegangen, dald von den mdglichen Wegen jeweils der glinstigste
gewahlt wird. Wie glinstig ein Weg ist, richtet sich nach dem Aufwand, der zum
Durchfahren nétig ist. Die Grundlage fir die Bewertung des Aufwandes bildet die
Fahrzeit.

Fur die mathematische Behandlung wird das Straf3ennetz durch einen gerichte-
ten Graphen beschrieben. Zur Charakterisierung der Bogen gehort die Angabe des
Zeitaufwandes. Die Bestimmung der glinstigen Stromverteilungen kann als gel6st
betrachtet werden, wenn die Bewertung konstant ist, d. h., wenn die Fahrzeiten
unabhangig von der Grolke des Verkehrsflusses sind. Sie ist dann &guivalent mit
der bekannten Aufgabe, den kiirzesten Abstand zweier Punkte eines Graphen und
den zugehdrigen kritischen Pfad zu bestimmen [1}, [5], [7].

Will man das Modell aber realistischer gestalten, ist zu berticksichtigen, dai3 die
bendtigte Zeit stark von der Stérke des Verkehrs abhéngt. Wie die folgenden
Untersuchungen zeigen, ergeben sich dann gegentiber dem Modell mit konstanter
(bdastungaunebiéngge) Bewatung z T. vdlig nee Agekte Dabe ewead dch
schon eine Prazisierung der Problemstellung al's notwendig; denn es ist zwischen
dem Strom zu unterscheiden, der fir alle am glinstigsten ist,, und dem, der sich
einstellt, wenn jeder Fahrer nur seinen eigenen Weg optimalisiert.

1) Priv.-Doz. Dr. pietricH BRAEss, Institut fir numerische und instrumentelle Mathematik,
44 Minster, Hifferstr. 1 a
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An Hand eines einfachen Modellbeispiels mit nur vier Knoten werden Eigen-
schaften diskutiert, die einige zundchst plausibel erscheinende Tatsachen wider-
legen. So kann eine algemeine Steuerung selbst fur die Fahrer Vortelle bringen,
die der Meinung sind, fiir sich selbst giinstigere Wege herausfinden zu kénnen.
AulRerdem ergibt sich als ein Paradoxon, dal? sich bei einer Erweiterung des Ver-
kehrsnetzes um eine zusétzliche StralRe der Strom in unguinstigen Féllen so um-
schichten kann, dal3 langere Fahrzeiten notwendig werden.

2. Graph und StraBennetz

Der Beschreibung von Verkehrsnetzen dienen Graphen, bei denen die Ver-
bindungdinien der Knoten, die Bdgen, einen Richtungssinn haben [2], [4]. Zwei
Bdgen, die sich nur durch ihre Richtungen unterscheiden, kann man in Abbildun-
on ach au dng Sreke zsmmatasn (Abb, J).

Im algemeinen sind die Knoten den Stralenkreuzungen zugeordnet. Wo eine
genauere Beschreibung angebracht ist, kann man die Kreuzungen entsprechend
den (vier) Einmiindungen wie in Abb. 2 in (vier) Knoten auflésen [7].

h J k

ds

a b c

Abb. 1. Abb. 2.

Fir die Knoten, Bégen und Stréme fihren wir die untenstehende Schreibweise
ein. Die Indexmengen sind immer endlich. Da wir jeden Index nur in Verbindung
mit einer Variablen benutzen, verzichten wir durchweg auf die Angabe der oberen
Schranken fiir die Indizes.

{a’} Knoten (Punkte) des Graphen.
{u,} BOgen des Graphen.
(Die Bogen sind mit einer Richtung versehen.)
¢, Strom (FluR) auf u, (Fahrzeuge/Zeiteinheit).
Betrachtet werden Verkehrsnetze mit stationdrem Strom. Nitzlich ist die Vor-
ddlung, dd? dch da Geamidrom as vaghedenen Sromféaden  zZusammensdz,
wobei jeder Faden einen Ausgangs- und einen Zielknoten in dem Netz besitzt.

Jedem Stromfaden entspricht ein Pfad in dem Netz. Es brauchen nur die Pfade
berticksichtigt zu werden, die keine Zyklen enthalten :
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{U,} Pfade, die keinen Bogen mehrfach enthalten.
@, Strom entlang Uj.
@ sd der Vektor mit den Komponenten @,

Die Verknipfung der Strdme von Pfaden und Bogen wird durch eine Weg-
matrix C hergestellt, deren Koeffizienten wegen des Verbots von Zyklen nur die
Werte 0 oder 1 annehmen.

1 falls der Pfad U, den Bogen u, enthalt

Cop = 2.1
#~ 10 sonst. @D

Es ist
(pa=;caﬂ Qﬁ . (22)
Selbstversténdlich haben in der Verkehrsplanung dle Strome nichtnegative
Werte.

Einen Tell der prinzipiellen Uberlegungen werden wir der Einfachheit halber fiir
den Spezidfal durchflihren, dal? der gesamte Strom einen gemeinsamen Ausgangs
punkt und einen gemeinsamen Zielpunkt besitzt, die wir dann mit a° bzw. & be-
zeichnen. Der Gesamtfluf3 berechnet sich gemald

|®] =§¢”' (2.3)

In den anderen, d. h. den allgemeinen Féllen flihren wir Indexmengen B, derart
ein, dal sich in den Klassen

{Uﬁ; ﬁEBv}

gerade die Pfade mit gleichen Ausgangs- und gleichen Zielknoten befinden. Es sei
in Andogie zu (2.3)
|B,] = 3. &. (2.3)
BBy

Die Auswahl der gunstigsten Pfade geschieht auf Grund der Bewertung durch
den Aufwand, der fur das Durchfahren erforderlich ist, und richtet sich nach Weg-
kosten, Fahrzeit und Weglénge (s. [4], S. 23). Als ausschlaggebende Grélie gilt
jedoch die Fahrzeit. Deshalb erscheint es uns angebracht, der Anschaulichkeit
halber bei der Bewertung immer vom Zeitaufwand zu sprechen. So bringen wir
auch zum Ausdruck, daR der Aufwand von der Verkehrsdichte abhdngen kann.
AuRerdem wird das Modell deterministisch behandelt, und auf statistische Uber-
legungen wird bewufdt verzichtet’). In diesem Sinne sind die folgenden Definitio-
nen zu verstehen.

) Fur den Verkehrsplaner sind Unterschiede in den Verkehrsdichten uninteressant, falls sie
die Belastung und damit die Fahrzeiten nicht deutlich verdndern. Deshalb ergeben sich keine
gravierenden Fehler, wenn die individuelle Bewertung der Wege durch einen Mittelwert er-
setzt wird. Im Gegensatz dazu zeigen sich bekanntlich bei dem Modell mit belastungsunab-

héngiger Bewertung Schwierigkeiten, weil dort der Strom auch auf die fast optimalen Pfade
verteilt werden muR [4].
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t, (@ Zeit, die zum Durchlaufen von #, benétigt wird, wenn auf u, der Strom
o = ¢, flield.
T (@) Zeitbedarf, um gt von a* auf dem Pfad Uy zu erreichen (Bei Unerreichbar-

keit wird oo eingesetzt). Die Indizes i und k werden unterdriickt, falls a?
Zielknoten und a* Ausgangsknoten von @y ist.

Der Zeitaufwand hangt vom Flu @, speziell von den Strémen auf U, ab. Da
dch do Auwad fir dn gawen Had as dan fir de bardfeden Bogen addtiv
zusammensetzt, gilt flr die Zeiten zwischen Ausgangs- und Zielknoten

Tp(®)=) Cut, (@) 24)

Dabei ist der funktionale Zusammenhang ¢, = ¢, (@) durch (2.2) gegeben.
Ferner definieren wir als jewells unglinstigste Zeit

| T* ()| =max {T;* (®); D,+0} (25)
und

| T, (®)] = max {T;*(®); feB,; &,+0} (2.6)

wobel g¥ und ag* die Ziel- bzw. Ausgangspunkte der Pfade {U,, i3 € B,} seien. Fir
die Funktionen ¢, (¢) treffen wir folgende V oraussetzungen:

Lt (=0

11z, (¢) ist monoton nicht fallend.

111 ¢, () ist linksseitig Stetig, d. h., es gilt
llm ta ((9) = ta (¢0)«
P90
?<@o

Die beiden ersten Voraussetzungen sind von der Problemstellung her selbst-
verstdndlich. Durch die Vereinbarung 111 vereinfacht sich die mathematische Be-
handlung. Dann sind die Funktionen ¢, (p) halbstetig nach unten [6], d. h., es gilt

hm ta ((P)Z ta ((PO) . (27)
[‘dnd <]

In den Abschnitten 4 und 5 werden wir sogar zur weiteren Vereinfachung
Sdigkat  vorausszen

3. Optimalitat

Welche Stromverteilungen fir ale Verkehrsteilnehmer moglichst kurze Fahr-
zeiten bringen, diskutieren wir fir Netze mit einer Quelle und einem Ziel. Wie
gunstig die Stréme verteilt sind, bemessen wir dabel nach der Zeit, die im un-
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gingigdten Fdl zum Erreichen des Zides bendtigt wird und die durch Gleichung

(26) gegeben ist. Dea Gesamtstrom [@| = y ig ds fet vorgegebene Grofe zu
betrachten.

Definition:
Der FuR @ heilX optimd, wenn die Rdation

IT(@I<IT (P 31
for dle ¥ mit

|D]=]¥] 32
gilt.

Das Westliche an dieser Ddfinition i, da3 dch die Beurtellung nech dlen
zusammen richtet (im Gegensatz zu den Uberlegungen des folgenden Abschnitts).
An diesem Grundkonzept und an den Ergebnissen wirde sch auch nichts andern,
wenn fir die Glte einer Vertellung die mittlere Fahrzet

1
!“a;l%: D T (D) (3.3

und nicht die maximde Fahrzeit | T(P)| bestimmend wére. Welche Definition sinn-
voll ig, kamn jedoch nicht mit mathematischen Uberlegungen entschieden werden.
Die Entschedung mu3 den Vekersplanen Uberlessen bleben’). Allgemen  kann
man nur fordern, dald3 die Definition der Optimditét in folgendem Sinne konsgent
it: Es soll unmdglich sein, optimade Strome so umzuschichten, dal3 sch fir jeden
Fahrer der Zetasfwand vermindert.

Wir wenden uns nun Stromen zu, die gemd’ (3.1) optima snd.

Stz

Fir dle Bogen s t, (@) hdbstetig nach unten fir 0 < ¢ < . Dann exidiert
en optimaer Huss mit |®] = ¥.

Zum Beweise betrachte men ene Minimdfolge @™ mit lim |@®| = y. Da de
Pfade keine Zyklen enthalten, gilt 0 < @ < y und 0 < @{ < y. Man kann
wegen der Bexthrénktheit ene Tellfolge @™ mit konvergenten Werten fir ®¢~
ausvéhlen. Es s

lim &§™ = &f .

Voo

1) Be mehreren Quellen und Siromen liel3e sich Optimdité mit Hilfe der mittleren Fahrzeit
sehr @nfach definieren. Kann man aber jemandem zumuten, einen langen Weg zu machen, nur
damit die mittlere Fahrzeit herabgedriickt wird? Unsere Definition hat den Vorzug, dal3 — wie
wir sehen werden =« die optimale L&sung fir jeden Fahrer mindestens ebenso glinstig ist wie der
Sch salbgt Uberlassene Verketr.
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Aus (2.4) und (2.7) folgt wegen der Halbstetigkeit
T, (2*) <lim Ty (™). (34)

v+
Sel nun U, ein Pfad, fur den @f + O ist. Dann ist fur hinreichend grof3es v
auch @¢» <+ 0, und fir die Extremalfolge gilt
lim T, (™) < lim |T (@™} =inf {|T (®)}; |®] =y} . 35
vy Voo

Wegen (3.4) und (3.5) ist @* eine optimae Stromverteilung.
Es wird nun ein Modellbeispid mit vier Knoten diskutiert.
2 Der Einfachheit halber sind die Zeiten z,(¢) ds lineare Funk-

4 ionen agedzt. (Auladem ethdt da Grgoh kene Zyklen).
3
b
¢ t(@)=t3(9)=109
! 2 t2(9)=1s (9)=50+0¢ (36
a Abb. 3. ts (@) =10+¢

a) Wenn von ¢ nach z der Strom |@] = 2 geleitet werden soll, dann lautet die
LOsung
Pope: =2, Pup; =P =0, IT(¢)I=52 .
b) Wenn von g nach z der Strom |@] = 6 geleitet werden soll, dann lautet die
LOsung
Pape==0,  Ppp; = Pz = 3, [T (P)=83.

c) Wenn von a nach z der Strom |@] = 20 geleitet werden soll, dann lautet die
Losung

(p“bcz o (pabz = dsacz = 109 IT (Q)l =160.

Wie man leicht sieht, sind sémtliche Ldsungen eindeutig.

4. Kritischer Strom

Jeder Fahrer ist bemiht, fur sich den ginstigsten Pfad auszuwahlen. Wir
nehmen an, dal? er die Informationen besitzt, die er zur Bestimmung seiner Route
bendtigt. Damit unterscheidet sich unsere Betrachtungsweise erheblich von der,
wie sie bei einer spieltheoretischen Behandlung erfolgen wirde (siehe auch
FuRnote auf S. 260).

Betrachten wir wieder das im letzten Abschnitt gegebene Modellbeispiel. Bei
den Vakdrgdidten in @ ud © ig es an gindigden, Sch in den optimden Srom
einzuordnen. Im Fall b) mit @] = 6 liegen die Verhdtnisse anders. Der optimae
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Strom erstreckt sich Uber die Pfade (abz) und (acz). Aber es gibt einen Pfad, auf
dem der Zeitaufwand geringer ist : Esist T,,,. = 70 << 83 = | T (®)|. Angenommen
der Strom ndhme den optimaen Verlauf. Verkehrsteilnehmer, denen die Fahr-
zeiten auf verschiedenen Wegen bekannt werden, wirden dann auf den Pfad (ubc2)
Uberwechseln und damit die Optimalitét zerstoren.

Wenn also zwel Verkehrsteilnehmer etwa durch Erfahrung tber die Fahrzeiten
informiert sind, werden sie nicht Pfade mit verschiedenen Fahrzeiten benutzen.
Deshab halten wir die Annahme fiir realistisch, daf3 sich der Verkehrsstrom auf
eine Verteilung einstellt, die wir as kritisch bezeichnen.

Definition:
& heildt kritischer Flul3, wenn fir ale Pfade U,
T,(9)= T (@), falls &, +0.

und (4.1)
Tp(®)=|T (D)l fals ¢, =0
gilt. 1)

Anschaulich bedeutet die Kritikalitét folgendes. Das Ziel wird auf alen Pfaden
mit nicht verschwindendem Strom in der gleichen Zeit erreicht?). Auf stromlosen
Pfaden wére der Zeitbedarf hochstens groRer. Ein analoger Sachverhalt gilt
sogar fur alle Zwischenpunkte.

Satz

Fir kritische Strome @ gibt es zu jedem Knoten 4’ eine Zahl ¢ derart, dal3 fr
dle Uber g* fuhrenden Pfade

T,° (@)=t fdls &, %0,
T;° (P) =1 fdls @,=0
gilt. Ferner ist fir ale Pfade U,, die von a* nach g fihren

. T} (®)=7 —*

und es is

17 =|T(D)}.
1) Wir beschrénken uns aufstetige Funktionen. Bei halbstetigen Funktionen ist (4.1) zu ersefzen

durch
Ty (D) <|T (D)), falls Py %0
T (@) = |7(@)| fur dle p.

Dabel bezeichnen T+ (@) und T- () an Sprungstellen die oberen bzw. die unteren Grenzwerte.

Sie falen in Stetigkeitspunkten mit 7(®) zusammen. Der Existenzsatz in Abschnitt 5 gilt auch
fiir diese Veradlgemeinerung.

2) Jeder Pfad mit nichtverschwindendem Strom ist aso kritisch im (Cblichen Sinne der Graphen-
theorie [2].
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Der Beweis kann leicht indirekt gefihrt werden. Wenn die Bedingungen mit

dem Ansatz o = min { T° (®); B}

nicht gelten wirden, dann gabe es namlich einen Pfad von &° nach a”, fir den
T, < | T (D)) ware.

Ehe wir die Existenz kritischer Strome und weitere Eigenschaften herleiten,
nennen wir ein Zahlenergebnis fir das Modellbeispiel. Im Fal b) mit |®] = 6 ist
der einzige kritische FluR

Ppes = Papz = Paez= 2,
und es ist =0, P=40, °=52, =92

Damit haben wir bereits die Aussage gewonnen, dal3 sich der kritische Fluf
nicht notwendig auf den optimalen Wert einstellt. Das trifft nicht nur fir die im
letzten Abschnitt eingeflihrte Optimalitét zu, sondern bel jeder konsistenten
Definition; denn es existieren offensichtlich Verteilungen, bei denen fir ale Ver-
kehrsteilnehmer auf dem Weg von ¢ nach z der Zeitbedarf kleiner as 92 ist.
Obwohl jeder den glnstigsten Pfad fir sich heraussucht, erreicht keiner den Wert,
der sich beim optimalen FluR fiir jeden erreichen 1803.

In diesem Zusammenhang erkennt man auch eine paradoxe Tatsache. Wenn in
dem Netz des Modellbeispiels der Bogen us eliminiert wird, falt der kritische Fluf3
mit dem optimalen zusammen; der FluR wird dann aso besser verteilt. Fir die
Verkehrspraxis bedeutet das : In unglnstigen Féllen kann durch eine Erweiterung
des Stralennetzes der Zeitaufwand anwachsen.

5. Existenzsatz

Die Existenz von kritischen Stromverteilungen zu vorgegebenem Gesamtstrom
l&l3t sich fir stetige 1) [s. S. 264] und monotone Zeitfunktionen ¢, (¢) durch die
Zurtckfuhrung auf ein konvexes Programm zeigen. Die Funktionen

f(@)= z t,(p)dy (5.1

sind fir monotone ¢, konvex. Wir beschrdnken uns nicht auf Strdme mit einem
einzigen Ausgangs- und Zielknoten und verallgemeinern die Definition.

Definition:
& heiRt kritischer Fluf3, wenn fir alle Pfade U, mit § € B,

Ty (@) =| T, (D), fal |5 B %0,
und (52)
T,(9)=|T, (), fdlsd,=0

gilt.
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Satz:

Die Funktionen ¢, (¢) seien fir 0 < ¢ < x = >, stetig und monoton. Dann
sind die Ldsungen des konvexen Programms v

Zfa((Pa):Min!

Da= Z Cap Pg
f

kritische ~ Stréme.

Beweis:

Die Grofen ¢, kann man durch Einsetzen voriibergehend eliminieren. Dann
lauten die KunN-TuckerR-Bedingungen [3] (mit LaGranceschen Parametern 4,
und 1)

;Caﬁ ta((pu)_ﬂ'v_.uﬂzo (BEB\:)

ZB gpli=Xv
fely (5.4)
Py pts=0

qf'ﬂZO, /1320
Die eden Bedingungen bedeuten wegen (24) gerade

T, (#)— 4,20 falls §,=0.

(BeB,)
Also ist 4, = |T, (®)] und D ist kritischer Strom.

Die Existenz kritischer Stréme folgt nun unmittelbar. Die Menge der kritischen
Strome ist konvex. Eine Lésung ist aufferdem eindeutig, wenn fir mindestens
einen Bogen u, die Funktion ¢, (¢) bel ¢ = ¢, strikt monoton ist. Eindeutigkeit
kann man aso von vornherein erwarten, wenn jeder Pfad mindestens Uber einen
Bogen l&auft, fur den ¢ (¢) im ganzen Bereich strikt monoton ist.

Da sich die (kritischen) Bedingungen (5.2) mit einem Extremaprinzip in
Verbindung bringen lassen, beruht auf einer Symmetrie in dem Modell. Anschau-
lich lautet sie: Jeder Fahrer verursacht fir andere die gleiche Zeitverzégerung
wie der andere fir ihn. Diese Symmetrie trifft nicht mehr fir ein erweitertes
Model zu.
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Vor alem bei mehrspurigen Stral3en ist der Zeitaufwand nicht fir ale gleich,
sondern richtet sich nach dem Fahrzeugtyp. Die deutlichsten Unterschiede
agben dch 2wihen Pasonent und  Legkreftwepen Dies 1@ dch z T. beriick-
sichtigen, indem man die Stréme in Gruppen aufteilt :

Pu=2 9%, Dp=Y Pj.
g g

Der Zeitbedarf einer jeden Gruppe richtet sich auch nach den Strémen der
anderen Gruppen auf dem betreffenden Bogen.

)=t (", 0% ..).

Die Uberlegungen, die zur Definition kritischer Stréme fuhrten, lassen sich
unmittelbar Ubertragen. Wir verzichten auf die Angabe der definierenden Rela
ionen, da de dch von deen in (62) fagd nur durch Gruppenindzes unterscheiden.
Dennoch ergibt sich ein wesentlicher Unterschied. Die Gleichungen lassen sich
bei mehreren Gruppen im algemeinen nicht mehr mit einer Extremaaufgabe
verknipfen’).

6. Monotonieverletzung

In dem Modédllbeispiel des 3. Abschnittes sind die kritischen Strome in den
Falen a) und c) auch optimal. An den Lésungen erkennt man, daf3 fir kritische
Stréme (und also auch fir optimale) keineswegs aus

|®| < || die Relationen @, <y,, &;< ¥,

folgen (obwohl man es vielleicht zunéchst erwartet). Das hat wichtige Konse-
guenzen fur die numerische Behandlung des Problems, speziell fur ein kirzlich
vorgeschlagenes Naherungsverfahren.

Se n eine vorgegebene natlirliche Zahl. Zu verschwindendem Strom bestimme
man zwischen alen in Frage kommenden Anfangs- und Zielknoten jeweils den
kirzesten Pfad. Es wird angenommen, dal3 jeweils der n-te Teil des Stromes diese
Wege nimmt. Zu dieser gednderten Situation werden wieder die kirzesten Pfade
bestimmt und damit der Verlauf fir einen weiteren n-ten Teil festgelegt. Indem
man so verfahrt, hat man nach »n Schritten den ganzen Strom aufgeteilt. Das
Ergebnis kann man als Néherung fur die Lésung betrachten.

Wendet man dieses Verfahren auf das schon mehrfach genannte Beispiel mit
lo] = 20 an, dam wird be den eden Sdhitten jedoch dar Ffad (abez) ausgewdit,
obwohl in der Lésung dieser Pfad stromlos ist. Mit Wachsendern » konvergieren

1) Hier sei auf die Analogie zu den Diffusionsgleichungen in der Reaktorphysik hingewiesen.
Dot sind die Eingruppengleichungen selbstadjungiert, jedoch nicht die Mehrgruppengleichungen.
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die genannten Néherungddsungen nicht gegen die exakte Losung. Zur Bestimmung
der kritischen Strome kann man jedoch das konvexe Programm (5.3) heranziehen
und so bei der Losung auf bekannte Verfahren zuriickgreifen [3]. Ob die Ermitt-
lung des jeweils kirzesten Pfades die Lésung der Programme begiinstigt, wurde
nicht  untersucht.

Herrn Prof. Dr. H. Werner danke ich fir die Férderung der Arbeit und Herrn
Prof. Dr. W. KNODEL, Stuttgart, fir seine wertvollen Anregungen.
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